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ОТРИМАННЯ МАТЕМАТИЧНИХ МОДЕЛЕЙ БАГАТОЗОННИХ ТЕХНОЛОГІЧНИХ АГРЕГАТІВ 
ШЛЯХОМ ПРАКТИЧНОЇ ІДЕНТИФІКАЦІЇ 

Сучасне промислове обладнання являє собою обширну кон'юктуру об'єктів промислового та сільськогосподарського призначення. Такі 
об'єкти потребують контролю технічних і технологічних процесів під час їх функціонування та можливості управління названими 
процесами в режимі реального часу. Побудова систем контролю і управління промисловими об'єктами потребує вивчення таких об'єктів, а 
це неможливо без наявності відповідної математичної моделі процесів, що протікають в обладнанні. Відомо, що будь-які процеси можуть 
бути описані диференційними рівняннями відповідного порядку. Проте, практична робота з такими рівняннями на виробничому рівні вкрай 
ускладнена. Перетворення диференційних рівнянь в алгебраїчні за допомогою перетворення Лапласа дозволяє здійснювати теоретичне чи 
імітаційне моделювання у виробничих умовах. Найбільш поширеними процесами, які протікають в промислових об'єктах, є теплові і 
вібраційні процеси. Математичні моделі дозволяють оцінити відповідні процеси в технічних (технологічних) об'єктах, визначити статичні та 
динамічні характеристики процесів, виявити рівень взаємного впливу блоків об'єктів, провести імітаційне моделювання процесів тощо. 
Традиційно існує два можливих способи отримання математичних моделей процесів в промислових об'єктах – теоретичний, оснований на 
побудові рівнянь за апріорними відомостями з наступною верифікацією результату, та методи практичної ідентифікації, основані на знятті 
вихідних характеристик об'єкту на практиці. Зважаючи на доступність об'єкту дослідження авторами був обраний другий шлях. В якості 
промислового об'єкту був прийнятий двохшнековий екструдер виробництва ТОВ «Науково-виробниче підприємство «ПАКС», м. Харків, 
який може застосовуватися у складі обладнання для гранулювання зі стренговою порізкою. Авторами виконані роботи з практичної 
ідентифікації промислового об'єкту, отримані та проаналізовані математичні моделі процесів в об'єкті, надані рекомендації по створенню 
інформаційно-вимірювальної системи обраного обладнання. 

Ключові слова: математична модель, практична ідентифікація, багатозонний технологічний агрегат, температура, вібрація, 
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OBTAINING MATHEMATICAL MODELS OF MULTI-ZONE TECHNOLOGICAL UNITS THROUGH 
PRACTICAL IDENTIFICATION 

Modern industrial equipment represents an extensive conjuncture of industrial and agricultural objects. Such objects require control of technical and 
technological processes during their operation and the ability to manage said processes in real time. The construction of control and management 
systems of industrial objects requires the study of such objects, and this is impossible without the presence of an appropriate mathematical model of 
the processes occurring in the equipment. It is known that any processes can be described by differential equations of the appropriate order. However, 
practical work with such equations at the production level is extremely complicated. The transformation of differential equations into algebraic ones 
using the Laplace transformation allows for theoretical or simulated modeling in production conditions. The most common processes occurring in 
industrial facilities are thermal and vibration processes. Mathematical models, in the form of transfer functions, represent aperiodic links with a delay 
and oscillating links. Mathematical models make it possible to evaluate relevant processes in technical (technological) objects, to determine the static 
and dynamic characteristics of processes, to identify the level of mutual influence of blocks of objects, to conduct simulation modeling of processes, 
etc. Traditionally, there are two possible methods of obtaining mathematical models of processes in industrial facilities - the theoretical one, based on 
the construction of equations based on a priori information with the subsequent verification of the result, and the methods of practical identification, 
based on the removal of the initial characteristics of the object in practice. Taking into account the availability of the research object, the authors chose 
the second way. As an industrial facility, a two-screw extruder manufactured by Scientific and Production Enterprise "PAKS" LLC, Kharkiv, was 
adopted, which can be used as part of granulation equipment with a string cut. The authors performed work on the practical identification of an 
industrial object, obtained and analyzed mathematical models of processes in the object, provided recommendations for creating an information and 
measurement system of the selected equipment. 

Keywords: mathematical model, practical identification, multi-zone technological unit, temperature, vibration, transfer function, dynamic 
compensator. 

Постановка проблеми. Визначення 
математичної моделі об'єкту або процесів, які у ньому 
протікають, є надзвичайно важливою задачею при 
дослідженнях обладнання промислового та 
сільськогосподарського призначення [1–3]. Наявність 
математичних моделей об'єктів та процесів дозволяє 
отримати характеристики обладнання, визначити його 
основні параметри, провести теоретичне і імітаційне 
моделювання тощо. Без наявних математичних 
моделей об'єктів та процесів неможливо грамотно 
синтезувати системи контролю чи управління 
досліджуваного обладнання [4, 5]. 

Побудова математичних моделей об'єктів та 
процесів принципово можлива двома шляхами: 

- теоретичний синтез [6]; 
- отримання моделей експериментальним 

шляхом [7]. 

Експериментальний і теоретичний шляхи мають 
свої переваги і недоліки. Тому в більшості досліджень 
стараються поєднувати, в розумній степені, переваги 
цих підходів. В даній статті прийнято рішення 
зосередитись на отриманні моделей об'єктів та 
процесів промислового та сільськогосподарського 
обладнання експериментальним шляхом. Вибір 
експериментального методу при розробці 
математичних моделей, обраного для дослідження 
агрегату, зумовлений наявністю датчиків 
ідентифікованих параметрів, наявністю стандартних 
регістраторів, наявністю перевірених і добре 
зарекомендованих методик обробки інформації, 
апріорними відомостями про структуру об'єкта 
дослідження. 

В якості базового методу отримання моделей 
об'єктів та процесів обрано метод практичної 
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ідентифікації. Це дозволяє одержати динамічні моделі 
з виявленням транспортного запізнення, 
інерційностей, переколивань та перейти від моделей з 
розподіленими параметрами до моделей із 
зосередженими параметрами [8]. 

Вибір об'єкта дослідження. В якості об'єкта 
дослідження, в даній статті, обрано двохшнековий 
екструдер, який здійснює переробку та виготовлення 
матеріалів з термопластів (поліолефінів, ПВХ, 
тощо) [9]. Обраний агрегат здійснює технологічний 
процес гранулювання зі стренговою порізкою. Типова 
схема гранулятора на базі екструдера наведена на 
рис. 1 [10]. 

Зазначений на рис. 1 гранулятор складається з 
наступних складових: 1 – екструдер, 2 – ванна 
охолодження стренг, 3 – механізм стренгової порізки, 
4 – пульт керування. 

Вхідна сировина надходить до екструдеру 1 
(див. рис. 1), в якому під дією фізико-механічних 
перетворень, а саме, багатоступеневим механічним 
подрібненням та термічною обробкою, 
перетворюється на стренги, які з виходу екструдера 
потрапляють у ванну охолодження стренг 2. У ванні 
стренги охолоджуються під дією проточної води, що 
призводить до їх затвердівання. Далі стренги 
подрібнюються за допомогою механізму стренгової 
порізки 3, на виході якого, виходить кінцевий 
продукт – гранули. Керування та індикація параметрів 
обладнання для гранулювання зі стренговою 
порізкою, здійснюється за допомогою пульта 
керування 4. 

Найбільший інтерес у зазначеному обладнанні 
для гранулювання зі стренговою порізкою, з точки 
зору контролю та діагностування, представляє 
екструдер (рис. 2), так як [10]: 

- більша частина фізико-механічного 
перетворення вхідної сировини відбувається у 
екструдері; 

- екструдер найбільш вартісна частина 
зазначеного обладнання для гранулювання зі 
стренговою порізкою; 

- екструдер найбільш складний технологічний 
об'єкт та найменш надійний у порівнянні з іншими 
частинами обладнання для гранулювання зі 
стренговою порізкою; 

- вихід зі строю екструдера призводить до 
тривалого простою технологічної лінії і вартісного 
ремонту. 

Екструдер працює наступним чином. 
Електродвигун (рис. 3) через редуктор та редуктор-
розгалужувач призводить до обертального руху 
шнеків (рис. 4). Шнеки проштовхують вхідну 
сировину, яка поступає через приймальний бункер, 
крізь зони нагрівання. В зонах нагрівання, завдяки 
нагрівальним елементам, підтримуються задані 
температури згідно зі встановленим технологічним 
процесом. Під дією температури та механічного 
подрібнення вхідна сировина розплавляється у 
однорідну рідку масу, яка виходить через матрицю 
формування стренгів (рис. 4) – кінцевий продукт 
екструдера. Керування екструдером, а саме, 
встановлення частоти обертання шнеків та температур 
для кожної із зон нагрівання, здійснюється за 
допомогою пульта керування та індикації (рис. 5), на 
якому також відображаються реальні значення 
параметрів під час ведення технологічного процесу. 
Всі зазначені вузли екструдера змонтовані на 
жорсткій станині за допомогою елементів кріплення. 

Найбільш вразливими вузлами екструдера є зони 
нагрівання (нагрівальні елементи) та підшипники 
кочення у редукторі-розгалужувачі. Вихід зі строю 
нагрівального елементу впливає на весь 
технологічний процес, включаючи якість вихідної 
продукції та технічний стан екструдера в цілому. 
Зменшення нормованої температури в одній із зон 
нагрівання призводить до підвищення навантаження 
на підшипники редукторів, і в першу чергу, 
редуктора-розгалужувача. Підвищення температури, 
відносно нормованої, призводить до пригоряння 
вхідної сировини до стінок зони і шнеків, що також 
негативно впливає на технічний стан рухомих вузлів 
екструдера. 

Рис. 1. Типова схема гранулятора на базі екструдера 
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Рис. 2. Екструдер 

Рис. 3. Двигун з подвоювачем 

Рис. 4. Шнеки 

Рис. 5. Вихідна матриця 

Не менші проблеми відбуваються при виході зі 
строю підшипників редуктора-розгалужувача. А саме 
довготривала зупинка технологічного процесу, 
складний та вартісний ремонт, підгоряння та 
застигання вхідної сировини у зонах нагрівання, що 
досить сильно ускладнює повторний запуск 
технологічного процесу. Також вихід зі строю 
зазначених підшипників може спричинити негативні 
наслідки для редуктора і електродвигуна, що ще 
більше ускладнює та здорожчує ремонтні роботи. 
Стан підшипників кочення, традиційно, контролюють 
оцінкою механічної вібрації у процесі функціонування 
відповідного вузла [10]. 

Таким чином, для контролю та діагностування 
стану робочих зон нагрівання екструдера і стану 
підшипників кочення редуктора-розгалужувача 
необхідний моніторинг температури (діапазон 
0–300 °С) та механічної вібрації (діапазон від 100 кГц) 
відповідно [11]. 

Отримання математичної моделі процесу 
вібрації. Виходячи з прийнятого класу моделей, а 
також із аналізу фізичної природи об'єкту було 
прийнято рішення про використання методу 
практичної ідентифікації по перехідним 
характеристикам h(t) [12]. Обраний метод передбачає 
подачу на об'єкт одиничних функцій типу 
«прямокутна хвиля» або близьких до неї і 
вимірювання вихідної координати вимірювальним 
каналом. На практиці алгоритм ідентифікації 
реалізований на основі експериментальної установки. 
Установка абстрагована від впливу дестабілізуючих 
факторів і здійснена можливість вимірювання 
перехідної характеристики об'єкту дослідження 
шляхом багатократних спостережень. 

З метою зниження залежності результатів 
ідентифікації від перешкод для кожного з j-зразків 
передбачена процедура попередньої фільтрації даних 
(зглажування). При цьому автори використовували 
алгоритм зглажування функцій параболічним 
фільтром другого порядку, який є придатним для 
коливальних перехідних процесів, якими і є 
попередньо вивчені на якісному рівні процеси в 
досліджуваному об'єкті. Значення оцінки перехідної 
функції iĥ  обчислюються за формулою [12]: 

41ˆ δ ,
12i i ih z z≈ − (1) 

де δ4zi – центральна четверта різниця функції zi. 
Після проведення серії експериментів з 

динамічної ідентифікації об'єкта досліджень були 
отримані дані ряду Vi, виходячи із показань 
регістратора, які осереднені по L-секціям. У 
відповідності з прийнятим алгоритмом ряд показань 
регістратора був зглажений методом четвертих 
різниць на основі формули (1) і денормований в ряд 
Ki: 

3 4
0 0 1/2 2

1 1ˆ δ δ ;
5 12

h z z z= − +
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3 4
1 1 1/3 2

2 1ˆ δ δ ;
5 7

h z z z= + −

3 4
( 2)/( 1) 2

1 1ˆ δ δ ;
5 12n n n n nh z z z− − −= + +

3 4
1 1 ( 2)/( 1) 2

2 1ˆ δ δ ,
5 7n n n n nh z z z− − − − −= − −

де 3
μ/(μ 1)δ z + – центральна третя різниця:

3
μ/(μ 1) μ 1 μ μ 1 μ 2δ 3 3 ,z z z z z+ − + += − + −

де μ 1, 2, ..., 2n= − . 
Наступним етапом динамічної ідентифікації є 

знаходження структури і кількісних значень 
параметрів основних передавальних функцій [12, 13]. 

Апріорні відомості про об'єкт та натурні 
спостереження показали, що виміряний процес є 
коливальним і може бути описаним наступним чином 
[14]: 

- у вигляді диференційного рівняння: 
2 2

1 2( 1) ,T p T p y kx+ + =

де k – коефіцієнт передачі ланки; 
Ti – сталі часу, 

причому T1 і T2 пов'язані умовою: 

2

1

ς 1
2
T
T

= < , 

- у вигляді передавальної функції: 

2 2
1 2

( )
1

kW p
T p T p

=
+ +

, 

- у вигляді перехідної характеристики: 

2 2
αα b β( ) 1 sin(β arctg )

β α
th t k e t

 +
= − + 

  
, 

де 2
2

1

α ,
2
T
T

= −  
2 2

1 2
2

1

4
β .

2
T T

T
−

=  

- у вигляді амплітудно-фазової функції: 
2 2

1 2
2 2 2 2 2

1 2

(1 ω ) ω( ω)
(1 ω ) ω
k T jkTW j

T T
− −

=
− +

, 

- у вигляді амплітудно- і фазочастотної 
функцій: 

2 2 2 2 2
1 2

2
2 2

1

(ω) ,
(1 ω ) ω

ωφ(ω) arctg .
1 ω

kA
T T

T
T

 =
− +


 = − −

Всі способи представлення коливальної ланки є 
ідентичними. В даній статті прийнятий метод 
представлення на основі передавальної функції: 

2 2
1 2

( ) .
1i

kW p
T p T p

=
+ +

 (2) 

Визначення чисельних значень параметрів у (2), а 
саме k, T1, T2, може бути виконано декількомами 
методами, які описані в [13]. В даній статті для 
визначення вказаних параметрів були застосовані 
наступні співвідношення [12]: 

уст уст

2
1 2 2

2 2 2

при 1,

1 ,
λ θ

2λ ,
λ θ

k y х

T

Т


= = 


= 

+ 


= − + 

 

де yуст – усталене значення вихідної координати 
вимірювального каналу; 

xуст – одиничне вхідне збурення; 
λ і θ обчислюються безпосередньо по перехідній 

характеристиці наступним чином: 

2πθ
ρ

= , 

макс2

макс1

1λ 2,31lg ,
ρ

y
у

∆
=

∆

де ρ – період власних автоколивань, що визначається 
з перехідної характеристики h(t) при усталеному 
значенні; 

Δyмакс1 і Δyмакс2 – амплітуди автоколивань. 
Результатом проведеної практичної ідентифікації 

отримані кількісні значення (2), а сама динамічна 
модель має вигляд: 

( ) 33 10
5 2 3

0,13
2,17 10 2,01 10 1

pW p e
p p

−− ⋅
− −=

⋅ + ⋅ +
 (3). 

Отримання математичних моделей теплових 
процесів в екструдері. Розрахунок динамічних 
моделей теплових об'єктів є складною задачею, де 
стан об'єкту описується рівняннями в частинних 
похідних, інтегральними рівняннями, а часом більш 
складними функціональними рівняннями. Тому 
об'єкти з розподіленими параметрами, як правило, 
стараються замінити відповідною системою із 
зосередженими. Перехід до моделей із зосередженими 
параметрами обумовлений локальним розміщенням 
датчиків (в певних точках) і нагрівачів (в певних 
областях) реальних технологічних об'єктів. 

В даному випадку розподілену теплову систему 
екструдера змінимо на зосереджену з відображенням 
функцій взаємного впливу. Така модель має вигляд 
[14]: 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

11 12 13

21 22 23

31 32 33

W p W p W p

W p W p W p W p

W p W p W p

 
 
 
 =
 
 
  

,  (4) 
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де W11(p), W22(p), W33(p) – функції, що визначають 
передачу збурення з боку локальних регуляторів 
температури на екструдер з фіксацією температур T1, 
T2, T3; 

W12(p), W13(p), W21(p), W23(p), W31(p), W32(p) – 
функції, які відображають перехресні впливи. 

Структура моделі (4) дозволяє визначати клас 
моделей при ідентифікації – лінійні, неперервні, з 
зосередженими параметрами, одномірні, стаціонарні, 
детерміновані. 

В ході вирішення задачі ідентифікації необхідно: 
- визначити структуру і параметри передавальних 

функцій W11(p), W22(p), W33(p); 
- визначити функції взаємного впливу W21(p), 

W31(p), W32(p) (прямі (напрямок передачі тепла 
відповідає напряму руху сировини)), W12(p), W13(p), 
W23(p) (обернені (напрямок передачі тепла 
протилежний напряму руху сировини)). 

Як відомо з теорії автоматичного управління 
тепловий об'єкт являє собою інерційну ланку із 
запізненням, передавальна функція якої має вигляд: 

( )
( )

τ

1

,
1

p
n

i
i

kW p e
T p

−

=

=
+∏

 
(5) 

де k – коефіцієнт передачі ланки; 
Ti – сталі часу, 
τ – транспортне запізнення. 
В даній статті для визначення параметрів (5) був 

прийнятий метод послідовного логарифмування, який 
відрізняється своєю простотою і надійністю 
отриманих результатів. Єдиним недоліком цього 
методу є поява суб'єктивних помилок під час 
проведення графічних операцій. 

Ідея методу полягає у послідовному наближенні 
аналітичної залежності: 

( ) ( ) Ψ

1
,i

n
t

у i
i

h t h t C e−

=

≈ −∑ (6) 

де h(t) – перехідна функція, яка відповідає усталеному 
значенню; 

Ψi – корені характеристичного рівняння; 
Ci – постійні коефіцієнти; 
n – порядок рівняння, 

до шуканої перехідної функції h(t) спочатку 
розв'язком рівняння першого порядку, і якщо ця 
апроксимація виявиться незадовільною, то розв'язком 
рівняння другого порядку і т. д. Порядок аналітичної 
перехідної функції збільшується до тих пір, поки h(t) 
не буде апроксимована з необхідною точністю. 

Із залежності (6) визначаються параметри k, Ti, n 
ланки (5). Величина транспортного запізнення τ 
визначається як відрізок часу, всередині якого 
виконується нерівність [15]: 

( )0 Δh t≤ < , 

де Δ – похибка вимірювальної апаратури. 
В ході досліджень теплових процесів у 

двохшнековому екструдері була визначена модель (4), 
яка прийняла вигляд: 

( )
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 + + + + + +


− − −
 + + + + + + 





(7) 

Математична модель (7) вказує на високий рівень 
перехресних впливів в робочій тепловій зоні 
екструдера за винятком параметру W13(p). 

Синтез моделі компенсатора. Наявність 
багатозв'язності в досліджуваному агрегаті, в робочій 
тепловій зоні екструдера, показала, що управління 
тепловими процесами ускладнене через наявність 
перехресних зв'язків – додаткових дестабілізуючих 
факторів. Це, в першу чергу, впливає на постійні часу 
агрегату, знижує його мобільність, призводить до 
додаткових втрат сировини і фінансів. Для усунення 
названих недоліків необхідно привести модель (7) до 
вигляду [16]: 

( )

( )

( )

( )

11

22

33

0 0
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W p

 
 
 
 =
 
 
  

(8) 

Для отримання моделі об'єкту у вигляді (8) із 
моделі (6) необхідно синтезувати компенсатор. 

Суть побудови динамічного компенсатора 
полягає в одержанні результуючої математичної 
моделі робочої теплової зони екструдера 
діагонального виду (8) шляхом введення 
компенсатора ( )pWК  у вимірювальний канал. При
цьому, принципово, компенсатор може бути введеним 
двома шляхами. 

Перший шлях введення компенсатора 
направлений на розв'язування каналів багатозв'язної 
системи застосуванням локального регулятора 
перехресних зв'язків і, як правило, використовується в 
замкнених системах. Другий підхід направлений на 
компенсацію впливу перехресних зв'язків 
автоматичним введенням відповідних поправок і 
використовується в розімкнених системах. 

Вибір структури компенсації визначається 
специфікою досліджуваного промислового агрегату і 
економічною ефективністю. В нашому випадку 
специфіка робочої теплової зони екструдера дозволяє 
розглядати лише другий варіант. 

Відповідно до [16] модель динамічного 
компенсатора визначається з рівняння для 
розімкнених систем: 

( ) ( ) ( ) ( )К O OW p W p diagW p W pΣ= =

і має наступний вигляд: 
( ) ( ) ( )1

К O OW p diagW p W p−= ⋅ , (9) 

Bulletin of the National Technical University "KhPI". 
12  Series: Hydraulic machines and hydraulic units, no. 1ʹ2022 

ISSN 2411-3441 (print), ISSN 2523-4471 (online) 



де WK(p), WO(p), diagWO(p) – динамічні моделі 
компенсатора, об'єкта без компенсації, об'єкта з 
компенсацією перехресних зв'язків відповідно. 

Для розглядуваного об'єкту, передавальні функції 
якого Wii(p), Wij(p), відповідно до (5), є інерційні ланки 
другого порядку із запізненням, динамічна модель 

( )1
OW p−  приймає вигляд: 

( )

1311 12

1 2321 22

31 32 33

Δ Δ Δ

Δ Δ Δ

Δ Δ Δ
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bb b

bb bW p

b b b

−

 
 
 
 =  
 
 
  

, 

де bij – алгебраїчні доповнення елементів Woij(p) 
моделі (9); 

Δ – визначник моделі (7). 
Сама модель компенсатора, відповідно до (9) 

знаходиться наступним чином: 
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і має вигляд: 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

11 12 13

21 22 23

31 32 33

Δ Δ Δ

Δ Δ Δ
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К
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W p
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 
 

. (10) 

Висновок. В статті проаналізоване обладнання, 
яке виконує процес гранулювання зі стренговою 
порізкою, основним елементом якого є двохшнековий 
екструдер. Виявлені найбільш вразливі місця 
екструдера і отримані математичні моделі вібраційних 
процесів (3) і теплових процесів (7). Розроблена 
модель компенсатора перехресних зв'язків (10). 
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